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具饱和发生率的被修正 ＨＩＶ

传染病模型的全局稳定性

杨俊仙１，王雷宏２

（１．安徽农业大学理学院，安徽 合肥 ２３００３６；
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摘　要：提出了一类具有饱和发生率的被修正ＨＩＶ传染病模型。首先通过分析相应的特征方程，得到了无病平
衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）和正平衡点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的局部渐近稳定性。进一步构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和利用ＬａＳａｌｌｅ不变
集原理，证明了当基本再生数Ｒ０ ＜１时，无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局渐近稳定的；利用第二加性复合矩阵，

证明了当基本再生数Ｒ０ ＞１时，正平衡点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）是全局渐近稳定的。最后通过数值模拟，验证了所得
主要理论结果。
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　　艾滋病的病原体是人类免疫缺陷病毒 （Ｈｕｍａｎ
ＩｍｍｕｎｏｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙＶｉｒｕｓ，简称 ＨＩＶ），主要感染人
体免疫系统细胞 ＣＤ４＋Ｔ，可引起细胞计数大幅度

下降，导致人体免疫缺陷，严重影响患者抵御感染

的能力［１］。

目前，数学建模已经成为分析和控制传染病传
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播的重要工具。近年来，对艾滋病在数学建模方面

的研究已取得很大进展［２－３］。对模型的改进是为了

更好地分析和解释病情，并预测和控制发病率。最

初的ＨＩＶ／ＡＩＤＳ模型是由 Ｎｏｗａｋ和 Ｐｅｒｅｌｓｏｎ等［４－５］

提出的，该模型被广泛应用于艾滋病感染动力学：

Ｔ
　·
（ｔ）＝Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ），

Ｉ
　·
（ｔ）＝βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）－ｄ２Ｉ（ｔ），

Ｖ
　·
（ｔ）＝ｋＩ（ｔ）－ｄ３Ｖ（ｔ

{
）

（１）

其中Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ）分别表示ｔ时刻未感染ＣＤ４＋

Ｔ细胞个数、已感染 ＣＤ４＋Ｔ细胞个数和病毒载量
（ＨＩＶ）。参数 Ａ表示未感染细胞的固有生成率，β
表示病毒感染率，ｄ１，ｄ２，ｄ３分别表示未感染细胞、
已感染细胞和病毒的死亡率，ｋ表示病毒复制率。
Ａ，β，ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｋ均为正数。

在２０世纪９０年代，有一个关于 ＨＩＶＲＮＡ转
录成 ＤＮＡ的讨论：当 ＨＩＶ病毒进入 ＣＤ４＋Ｔ细胞
后，ＨＩＶ病毒可能并未完全反转录成 ＤＮＡ。在病
毒基因组被整合到淋巴细胞基因组之前，一部分处

于潜伏期的感染细胞可以恢复到未被感染的状

态［６］。最近，已有一些数学模型建立在这样假设

（部分感染细胞可恢复到未被感染状态）的基础

上［７－８］。其中 Ｓｒｉｖａｓｔａｖａ和 Ｃｈａｎｄｒａ讨论了如下模
型［７］：

Ｔ
　·
（ｔ）＝Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）＋ｐＩ（ｔ），

Ｉ
　·
（ｔ）＝βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）－ｄ２Ｉ（ｔ）－ｐＩ（ｔ），

Ｖ
　·
（ｔ）＝ｋＩ（ｔ）－ｄ３Ｖ（ｔ

{
）

（２）
其中变量 Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ）和参数 Ａ，β，ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｋ
与模型 （１）具有相同的意义，这里参数 ｐ（ｐ＞０）
表示处于潜伏期感染细胞的恢复率。

在模型 （１）和 （２）中，感染率 βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
被假设为在未感染细胞个数 Ｔ（ｔ）和病毒载量 Ｖ（ｔ）
之间是双线性的。然而，实际发生率可能不是完全

双线性的。Ｓｕｎ等［９］提出了如下模型：

Ｔ
　·
（ｔ）＝Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）－

βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
Ｔ（ｔ）＋Ｖ（ｔ）＋ｐＩ（ｔ），

Ｉ
　·
（ｔ）＝ βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）Ｔ（ｔ）＋Ｖ（ｔ）－ｄ２Ｉ（ｔ）－ｐＩ（ｔ），

Ｖ
　·
（ｔ）＝ｋＩ（ｔ）－ｄ３Ｖ（ｔ













）

（３）

此处用的是非线性发生率
βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
Ｔ（ｔ）＋Ｖ（ｔ），即发生率

不再是未感染细胞个数Ｔ（ｔ）和病毒载量Ｖ（ｔ）的双
线性关系。

在本 文，我 们 提 出 了 具 有 饱 和 发 生 率

βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

的被修正ＨＩＶ传染病模型：

Ｔ
　·
（ｔ）＝Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）－

βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

＋ｐＩ（ｔ），

Ｉ
　·
（ｔ）＝βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）１＋αＶ（ｔ）

－ｄ２Ｉ（ｔ）－ｐＩ（ｔ），

Ｖ
　·
（ｔ）＝ｋＩ（ｔ）－ｄ３Ｖ（ｔ













）

（４）
假设参数α＞０且ｄ１≤ｄ２。

由系统 （４）的前２个方程得，

Ｔ
　·
（ｔ）＋Ｉ

　·
（ｔ）＝

Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）－ｄ２Ｉ（ｔ）≤Ａ－ｄ１（Ｔ（ｔ）＋Ｉ（ｔ））
于是

Ｔ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）≤ Ａｄ１
（５）

再由系统 （４）的第３个方程得

Ｖ
　·
（ｔ）＝ｋＩ（ｔ）－ｄ３Ｖ（ｔ）≤

ｋＡ
ｄ１
－ｄ３Ｖ（ｔ）

于是

Ｖ（ｔ）≤ ｋＡ
ｄ１ｄ３

（６）

因此系统 （４）的正向不变集为

Ω ＝ 　
　
（Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））｜０{ ≤

Ｔ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）≤ Ａｄ１
，０≤Ｖ（ｔ）≤ ｋＡ

ｄ１ｄ
}
３

（７）

１　平衡点的局部稳定性
系统 （４）总存在无病平衡点 Ｅ０（Ｔ０，０，０），

其中Ｔ０ ＝
Ａ
ｄ１
。定义基本再生数

Ｒ０ ＝
Ａβｋ

ｄ１（ｄ２＋ｐ）ｄ３
易证：当Ｒ０ ＞１时，系统 （４）存在唯一的正平衡
点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ），其中

Ｔ ＝
（ｄ２＋ｐ）ｄ３（１＋αＶ）

βｋ
，Ｉ ＝

ｄ３Ｖ

ｋ ，

Ｖ ＝
ｄ１（ｄ２＋ｐ）

ｄ１（ｄ２＋ｐ）α＋βｄ２
（Ｒ０－１）

且正平衡点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）在Ω的内部：

Ω０ ＝ 　
　
（Ｔ，Ｉ，Ｖ）∈Ω：Ｔ（ｔ）＞０，Ｉ（ｔ）＞０{ ，

５６
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Ｖ（ｔ）＞０，Ｔ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＜Ａｄ１
，Ｖ（ｔ）＜ ｋＡｄ１ｄ

}
３
（８）

因此，只需要在Ω０上考虑Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的稳定
性。

１１　无病平衡点Ｅ０的局部稳定性

定理１　当Ｒ０ ＜１时，系统 （４）的无病平衡

点Ｅ０（Ｔ０，０，０）是局部渐近稳定的；当 Ｒ０ ＞１时，
Ｅ０（Ｔ０，０，０）是不稳定的。

证明　系统 （４）在无病平衡点 Ｅ０（Ｔ０，０，０）
处的线性化系统的特征方程为　

（λ＋ｄ１）（λ＋ｄ２＋ｐ）（λ＋ｄ３）－
Ａβｋ
ｄ[ ]
１
＝０

（９）
显然，方程 （９）总有负实根λ＝－ｄ１，其余的根
取决于方程

（λ＋ｄ２＋ｐ）（λ＋ｄ３）－
Ａβｋ
ｄ１
＝０ （１０）

整理方程 （１０）得

λ２＋（ｄ２＋ｐ＋ｄ３）λ＋（ｄ２＋ｐ）ｄ３－
Ａβｋ
ｄ１
＝０

（１１）

当Ｒ０＜１时，（ｄ２＋ｐ）ｄ３－
Ａβｋ
ｄ１
＞０，方程 （１１）所

有的根均有负实部，因此无病平衡点 Ｅ０是局部渐

近稳定的。当Ｒ０＞１时，（ｄ２＋ｐ）ｄ３－
Ａβｋ
ｄ１
＜０，方

程 （１１）有一个正实根，因此无病平衡点 Ｅ０是不
稳定的。

１２　正平衡点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的局部渐近稳定性
定理２　当Ｒ０ ＞１时，系统 （４）的正平衡点

Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）是局部渐近稳定的。
证明　系统 （４）在正平衡点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）

的线性化系统的特征方程为

λ３＋ａ１λ
２＋ａ２λ＋ａ３ ＝０

其中

ａ１ ＝ｄ１＋
βＶ

１＋αＶ
＋ｄ２＋ｐ＋ｄ３ ＞０，

ａ２ ＝ｄ１（ｄ２＋ｐ＋ｄ３）＋

βＶ

１＋αＶ
（ｄ２＋ｄ３）＋

αＶ（ｄ２＋ｐ）ｄ３
１＋αＶ

＞０，

ａ３ ＝
αＶｄ１（ｄ２＋ｐ）ｄ３
１＋αＶ

＋ βＶ

１＋αＶ
ｄ２ｄ３ ＞０，

ａ１ａ２－ａ３ ＝ ｄ１＋
βＶ

１＋αＶ
＋ｄ２＋ｐ＋ｄ( )３·

ｄ１（ｄ２＋ｐ＋ｄ３）＋
βＶ

１＋αＶ
（ｄ２＋ｄ３）[ ＋

αＶ（ｄ２＋ｐ）ｄ３
１＋αＶ ]

－

αＶｄ１（ｄ２＋ｐ）ｄ３
１＋αＶ

－ βＶ

１＋αＶ
ｄ２ｄ３ ＞０

由 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判别准则知，正平衡点 Ｅ（Ｔ，
Ｉ，Ｖ）是局部渐近稳定的。

２　平衡点的全局稳定性

２１　无病平衡点Ｅ０的全局渐近稳定性

定理３　当Ｒ０ ＜１时，系统 （４）的无病平衡

点Ｅ０（Ｔ０，０，０）在Ω内是全局渐近稳定的。
证明　令 （Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））是系统 （４）的

任一正解，定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ１（ｔ）＝Ｉ（ｔ）＋
（ｄ２＋ｐ）
ｋ Ｖ（ｔ） （１２）

计算Ｖ１（ｔ）沿系统 （４）的全导数：

Ｖ
　·

１（ｔ）＝
βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｄ２Ｉ（ｔ）－ｐＩ（ｔ）＋

（ｄ２＋ｐ）
ｋ ｋＩ（ｔ）－ｄ３Ｖ（ｔ[ ]） ＝

βＴ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－
（ｄ２＋ｐ）ｄ３[ ]ｋ

Ｖ（ｔ）≤

Ａβ
ｄ１
－
（ｄ２＋ｐ）ｄ３[ ]ｋ

Ｖ（ｔ）＝

（ｄ２＋ｐ）ｄ３
ｋ （Ｒ０－１）Ｖ（ｔ）

当Ｒ０ ＜１时，Ｖ
　·

１（ｔ）≤０，当且仅当 Ｖ（ｔ）＝０时

Ｖ
　·

１（ｔ）＝０。因此，在 Ω内 Ｖ
　·

１（ｔ）＝０的最大正向
不变集为

Ｍ１ ＝｛（Ｔ，Ｉ，Ｖ）∈Ω｜Ｖ（ｔ）＝０｝
于是有极限方程：

Ｔ
　·
（ｔ）＝Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）＋ｐＩ（ｔ），

Ｉ
　·
（ｔ）＝－（ｄ２＋ｐ）Ｉ（ｔ

{
）

（１３）

定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ２（ｔ）＝Ｔ（ｔ）－Ｔ０－Ｔ０ｌｎ
Ｔ（ｔ）
Ｔ０
＋Ｉ（ｔ）（１４）

其中Ｔ０ ＝
Ａ
ｄ１
。计算 Ｖ２（ｔ）沿系统 （１３）的全导

数：

Ｖ
　·

２（ｔ）＝ １－
Ｔ０
Ｔ（ｔ( )）（Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）＋

ｐＩ（ｔ））－（ｄ２＋ｐ）Ｉ（ｔ）＝

Ａ－ｄ１Ｔ（ｔ）－
Ｔ０Ａ
Ｔ（ｔ）＋ｄ１Ｔ０－

Ｔ０ｐＩ（ｔ）
Ｔ（ｔ） －ｄ２Ｉ（ｔ）＝

６６
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ｄ１Ｔ０ ２－Ｔ（ｔ）Ｔ０
－
Ｔ０
Ｔ（ｔ( )）－ Ｔ０ｐ

Ｔ（ｔ）＋ｄ( )２ Ｉ（ｔ）≤
－ Ｔ０ｐ
Ｔ（ｔ）＋ｄ( )２ Ｉ（ｔ）

其中
Ｔ（ｔ）
Ｔ０
＋
Ｔ０
Ｔ（ｔ）≥２，当且仅当Ｔ（ｔ）＝Ｔ０，Ｉ（ｔ）

＝０时，Ｖ
　·

２（ｔ）＝０，因此Ｖ
　·

２（ｔ）＝０的正向不变集
为：

Ｍ２ ＝｛（Ｔ，Ｉ，Ｖ）∈Ω｜Ｔ（ｔ）＝Ｔ０，Ｉ（ｔ）＝０｝
　　由 ＬａＳａｌｌｅ不变集原理知，Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局
渐近稳定的。

２２　正平衡点Ｅ 的全局渐近稳定性

设开集ΓＲｎ，对ｘ∈Γ，ｘ ｆ（ｘ）∈Ｒｎ

是Ｃ１函数。考虑微分方程
ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ） （１５）

设ｘ（ｔ，ｘ０）代表方程 （１５）满足条件ｘ（０）＝ｘ０的
解。令 珋ｘ是系统 （１５）的一个平衡点，Ｌｉ等［１０］作

了下面两个基本假设：

（Ｈ１）方程 （１５）在 Γ内存在一个紧吸引子
集ＫΓ；

（Ｈ２）方程 （１５）在 Γ内有唯一平衡点 珋ｘ∈
Γ。

给出了如下结论：

引理１［１０］　若下列条件成立：
（ｉ）假设 （Ｈ１）和 （Ｈ２）成立；
（ｉｉ）方程 （１５）满足 Ｐｏｉｎｃａｒｅ′Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ性

质；

（ｉｉｉ）对系统 （１５）具有ｐ（０）∈Ｄ的每一个周
期解ｘ＝ｐ（ｔ），系统 （１５）关于 ｐ（ｔ）的二阶复合
矩阵

ｚ（ｔ）＝ｆ
［２］

ｘ
（ｐ（ｔ））ｚ（ｔ） （１６）

是渐近稳定的，其中
ｆ［２］

ｘ
是ｆ的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 ｆ

ｘ
的

第二加性复合矩阵；

（ｉｖ）（－１）ｎｄｅｔｆ
ｘ
（珋ｘ( )） ＞０。

则系统 （１５）的唯一平衡点 珋ｘ在 Γ内是全局
渐近稳定的。

定理４　当Ｒ０ ＞１时，系统 （４）的正平衡点
Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）在Ω０内是全局渐近稳定的。

证明　根据引理，逐条验证四个条件：
（ｉ）条件 （Ｈ１）等价于系统 （４）的一致持

久性［１１］。由式 （８）知，Ω０是有界的，所以对于
系统 （４）的一致持久性的充分必要条件等价于平

衡点 Ｅ０是不稳定的
［１２］。定理１已证：当 Ｒ０ ＞１

时，Ｅ０是不稳定的，因此系统 （４）一致持久的，
从而 （Ｈ１）成立。

同时，由于 Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）是系统 （４）在
Ω０内的唯一平衡点，因此 （Ｈ２）成立。

（ｉｉ）系统 （４）的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为
Ｊ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）＝

－ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

ｐ － βＴ（ｔ）
（１＋αＶ（ｔ））２

βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－（ｄ２＋ｐ）
βＴ（ｔ）

（１＋αＶ（ｔ））２

０ ｋ －ｄ













３

取Ｈ＝ｄｉａｇ（１，－１，１），则
ＨＪＨ＝

－ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｐ － βＴ（ｔ）
（１＋αＶ（ｔ））２

－βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－（ｄ２＋ｐ）
－βＴ（ｔ）

（１＋αＶ（ｔ））２

０ －ｋ －ｄ













３

显然，ＨＪＨ的非对角线元素非正，系统 （４）满足
Ｐｏｉｎｃａｒｅ′Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ性质，因此引理１的条件 （ｉｉ）
成立。

（ｉｉｉ）令 ｐ（ｔ） ＝（Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））是系统
（４）在Ω０内的任意一个周期解，则系统 （４）的
Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的第二加性复合矩阵为

Ｊ［２］＝

－ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｄ２－ｐ
βＴ（ｔ）

（１＋αＶ（ｔ））２
βＴ（ｔ）

（１＋αＶ（ｔ））２

ｋ －ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｄ３ ｐ

０ βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－（ｄ２＋ｐ＋ｄ３











）

（１７）
沿系统 （４）任一周期解 （Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））的二
阶复合系统为

ω１ ＝ －ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｄ２( )－ｐω１＋

βＴ（ｔ）
（１＋αＶ（ｔ））２

ω２＋
βＴ（ｔ）

（１＋αＶ（ｔ））２
ω３，

ω２ ＝ｋω１－ ｄ１＋
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

＋ｄ( )３ ω２＋ｐω３，
ω３ ＝

βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）ω２

－ ｄ２＋ｐ＋ｄ( )
３ ω















３

（１８）
考虑Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ３（ω１，ω２，ω３，Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））＝

ｓｕｐ｜ω１｜，
Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）（｜ω２｜＋｜ω３｜{ }）

由一致持久性知，周期解 ｐ（ｔ） ＝（Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），
Ｖ（ｔ））与边界Ω有一定的距离，故存在常数 μ＞

７６
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０，使得Ｔ（ｔ）＞μ，Ｉ（ｔ）＞μ，Ｖ（ｔ）＞μ。并结合式

（８）中的Ｖ＜ ｋＡｄ１ｄ３
得

Ｖ３（ω１，ω２，ω３，Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））≥

ｓｕｐ｜ω１｜，
μｄ１ｄ３
ｋＡ（｜ω２｜＋｜ω３｜{ }） （１９）

对全部 （ω１，ω２，ω３）∈ Ｒ
３及 （Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ）），

计算Ｖ３的右导数。注意到

Ｄ＋｜ω１｜≤ －ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｄ２( )－ｐ｜ω１｜＋

βＴ（ｔ）
（１＋αＶ（ｔ））２

（｜ω２｜＋｜ω３｜），

Ｄ＋｜ω２｜≤ｋ｜ω１｜－

ｄ１＋
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

＋ｄ( )３ ｜ω２｜＋ｐ｜ω３｜（２０）
Ｄ＋｜ω３｜≤

βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

｜ω２｜－ ｄ２＋ｐ＋ｄ( )
３ ｜ω３｜

因此

Ｄ＋
Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）（｜ω２｜＋｜ω３｜）＝

Ｉ
　·
（ｔ）Ｖ（ｔ）－Ｉ（ｔ）Ｖ

　·
（ｔ）

Ｖ２（ｔ）
（｜ω２｜＋｜ω３｜）＋

Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）Ｄ＋（｜ω２｜＋｜ω３｜）≤

Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）

Ｉ
　·
（ｔ）
Ｉ（ｔ）－

Ｖ
　·
（ｔ）
Ｖ（ｔ( )）（｜ω２｜＋｜ω３｜）＋

Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）［ｋ｜ω１｜－（ｄ１＋ｄ３）｜ω２｜－（ｄ２＋ｄ３）｜ω３｜］≤

Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）ｋ｜ω１｜＋

Ｉ
　·
（ｔ）
Ｉ（ｔ）－

Ｖ
　·
（ｔ）
Ｖ（ｔ）－ｄ１－ｄ( )３·

Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）（｜ω２｜＋｜ω３｜） （２１）

其中，利用了条件 ｄ１≤ ｄ２。由式 （２０） － （２１）
可得

Ｄ＋Ｖ３（ｔ）≤ｓｕｐ｛ｇ１（ｔ），ｇ２（ｔ）｝Ｖ３（ｔ） （２２）
这里

ｇ１（ｔ）＝－ｄ１－
βＶ（ｔ）
１＋αＶ（ｔ）

－ｄ２－

ｐ＋ βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
Ｉ（ｔ）（１＋αＶ（ｔ））２

≤

－ｄ１－ｄ２－ｐ＋
βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）

Ｉ（ｔ）（１＋αＶ（ｔ））
，

ｇ２（ｔ）＝
ｋＩ（ｔ）
Ｖ（ｔ）＋

Ｉ
　·
（ｔ）
Ｉ（ｔ）－

Ｖ
　·
（ｔ）
Ｖ（ｔ）－ｄ１－ｄ３（２３）

把系统 （４）改写为

βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
Ｉ（ｔ）（１＋αＶ（ｔ））

＝Ｉ
　·
（ｔ）
Ｉ（ｔ）＋ｄ２＋ｐ，

ｋＩ（ｔ）
Ｖ（ｔ）＝

Ｖ
　·
（ｔ）
Ｖ（ｔ）＋ｄ３ （２４）

由式 （２３） －（２４）得

ｓｕｐ｛ｇ１（ｔ），ｇ２（ｔ）｝≤
Ｉ
　·
（ｔ）
Ｉ（ｔ）－ｄ１ （２５）

于是由式 （２２），式 （２５）和Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得

Ｖ３（ｔ）≤
Ｖ３（０）
Ｉ（０）Ｉ（ｔ）ｅ

－ｄ１ｔ≤
Ｖ３（０）
Ｉ（０）

Ａ
ｄ１
ｅ－ｄ１ｔ（２６）

由上式知 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｖ３（ｔ）＝０。故由式 （１９）知，当 ｔ

→＋∞ 时， ω１，ω２，ω( )
３ → ０，即二阶复合系统

（１８）是渐近稳定的。这样就验证了引理１中的条
件 （ｉｉｉ）。

（ｉｖ）由式 （１３）可得，
ｄｅｔ（Ｊ（Ｅ））＝

－ｄ１－
βＶ

１＋αＶ
ｐ － βＴ

（１＋αＶ）２

βＶ

１＋αＶ
－（ｄ２＋ｐ）

βＴ

（１＋αＶ）２

０ ｋ －ｄ３

＝

－ ｄ１＋
βＶ

１＋αＶ( ) （ｄ２＋ｐ）ｄ３－ ｋβ２ＴＶ

（１＋αＶ）３
＋

ｄ３ｐβＶ

１＋αＶ
＋ ｋβＴ

（１＋αＶ）２
ｄ１＋

βＶ

１＋αＶ( ) ＝

－ｄ１（ｄ２＋ｐ）ｄ３－
βＶ

１＋αＶ
（ｄ２＋ｐ）ｄ３＋

ｄ３ｐβＶ

１＋αＶ
＋
ｄ１ｋβＴ

（１＋αＶ）２
＝

ｄ１
ｋβＴ

（１＋αＶ）２
－（ｄ２＋ｐ）ｄ[ ]３ －ｄ２ｄ３βＶ



１＋αＶ
＝

１
１＋αＶ

－( )１ｄ１（ｄ２＋ｐ）ｄ３－ｄ２ｄ３βＶ


１＋αＶ
＜０

由于Ｊ（Ｅ）是３×３矩阵，即ｎ＝３，于是
（－１）３｜Ｊ（Ｅ）｜＝－｜Ｊ（Ｅ）｜＞０

验证了引理１的条件 （ｉｖ）。
因此，当Ｒ０ ＞１时，由引理得，系统 （４）唯

一的正平衡点Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）在Ω０内是全局渐近
稳定的。

３　数值模拟
在系统 （４）中，令参数 Ａ＝５，ｋ＝１０，β＝

００００２，α＝０５，ｐ＝０５，ｄ１＝０１，ｄ２＝０５，ｄ３＝

０３，显然Ｒ０＝
１
３＜１，此时系统存在一个无病平

衡点Ｅ０（５０，０，０）。由定理３可知，Ｅ０是全局渐近
稳定的，数值模拟结果验证了上述结论 （见图１）。
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图１　Ｒ０ ＜１时，Ｅ０（Ｔ０，０，０）的稳定性

Ｆｉｇ１　ＷｈｅｎＲ０ ＜１，ｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆＥ０（Ｔ０，０，０）

若令参数Ａ＝５，ｋ＝１０，β＝００２，α＝０５，ｐ＝

０５，ｄ１＝０１，ｄ２＝０５，ｄ３＝０３时，Ｒ０＝
１００
３ ＞１，

此时系统 （４）有唯一的正平衡点 Ｅ（４１９２，
１６２，５３８９）。根据定理４可知，Ｅ 是全局渐近稳
定的，数值模拟的结果与文中结论一致 （见图２）。

图２　Ｒ０ ＞１时，Ｅ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的稳定性

Ｆｉｇ２　ＷｈｅｎＲ０ ＞１，ｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆＥ（Ｔ，Ｉ，Ｖ）
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